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翼 理 論 積 分 方 程 式 に つ い て
古 谷
嘉 士山
On the Integral Equation of Wing Theory. 
Yoshiyuki FURUY A 
Mathematical theories of wings are trl回ted in this Paper. Auther tried to treat them by 
回Ilving a Dirichlet problem and by considering by m回ns of the finite Hiltたrt transformation， and 
sp田ial 国民s are calculated and shown in graphs. 
Iま し カt き
気流 中に おかれた有限 巾 の 平板 の ま わ り の流れ の解析を デ ィ リ ク レ 問題を 解い て 求 め る 方法 と 翼
理論積分方程式を解い て 求 め る 方法で示 し た 。 又或 る 特殊な形の平板に関す る 数値計算を行 っ たO
( I J 第 一 部
基 礎 理 論
宮 耳 直面
b 
- .. 。 a
図- 1 図- 2 図ー 3
主流 U の流れ の 中 に置かれた翼巾 2a な る 薄翼 を 考え る 。 図- 1 の よ う に主流万 向 をx軸に流れに
垂直に z 軸を と る 。 y-z 面を 図ー 2 に示す。 Prandtle の揚力線理論に よ る と 主翼の軸 の ま わ り に は ，
1 T Tr..( W \ rω = すaouqα。 + τ ) ( 1 ) 
な る 渦分布が生 じ て い る o ao は定数， こ こ で は 平板の時 の理論値 27t を用 い る O α。 は 翼 の 迎角，
C は翼弦長， W は翼後方に生 じた 渦に よ る 誘起速度 で あ る 。 速度 ポ テ ン シ ャ ル を φ と す る と ，
r(y) = φ(y ， + 0) - φ(y ，  -0) = 2φ(y) 一α亘 y豆α
φ(y ， +O) = - φ(y ， -O) 
が成 り 立つか ら ( 1 )は
(� I 1 aφ \ 2φ = 7GoUc W +EU 3z j z = = O  
、1111rltzJ
nu 一→z 
(2) {� I 1 aφ \ 2φ = 一一� aoUc l α。 + 一 一一 )\�U ' 2U θz J 
と な る 。
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次 に 図ー 2 の y-z 平面 を
y +iz =ー� (町 一1) ゆ)
な る 変換に っ て C 平面 (図ー 3 ) に変換す る と -a豆y孟α な る 翼は， ç.一 平面上の単位円 に写像 さ
れ る O
と= reiO (y = 舵osθ〕
と 置い て(2)を変形す る と ，
と な る 。
( _. ， 1 8φ \ 、2φ =-yaoUc \α。 + 雨百 万五一) I 
φ(θ) = ー φ(27t-θ) I 
r = l ， 0豆θ豆27t J 
(CaO)4 を y = O に お け る 翼弦長 と α。 の積 と し ，
(C一 、閉) = せfsit f(2万一θ〕
g(8) = U(Cao)4 α。sin8 =g(27t-8) I 
1= (Cao)4 /2a >0 (O�θ豆27t ) 
な る 量を 導入す る と (4)は ，
と な る 。
4f・ φ -1 θφ/8r= g 1 
φ(θ') = ー φ(27t-8) J 
φ は調和関数で あ る か ら ，
dφ = 0 
が成 り 立つ。
問題を簡単に す る た めに迎角 α。 を零 と す る と 問題は，
4f ・φ =1 θφ/8r
φ(θ) = ー φ(27t-θ〉
(r= 1) 
な る 境界条件 の も と で dφ =0 を解 く 問題 と な る 。
C 平面上で は，
8 ( θφ \ I 1 8Bφ dh -oF r3Fj+7 BF =0 
82φ/8r2 + 1/r 8φ/8r十 l/rB θBφ/θr2 = 0
φ = R(r) θ(θ〉 と お く と ，








r2 dBR/dr2 +r dR/dr ニ n2 、 (7a)
d2 θ/dθ2 十n2 θ ニ 9 (� 
(7b) よ り θ = An sinn8 十Bu cosnε (An ， Bn は定数〕
解は 27t な る 周 期を持つ こ と は 明 ら かだ か ら n は整数な る こ と がわか る 。
θ = An sinn8 仰 は整数) (8) 
(7α〕 よ り R = rn 又は r-n (n>O) 
流れ の !主質 に よ り r→∞ で φ→O で あ る か ら ，
R ニ r - n (n は正整数〕 (9) 
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と な る つ
故に解は，
00 
φ - � An r- nsinnO n �� 1 
i nul(
と な る 。
(aφ/ar)r�l  = � -nAn sinnO 
An = 一 1/叶;π(aφ/街)r-1 sinmd 
(9) と (10) よ り
( 2π ミ sinn'T sinnθ 0φ d'Tφ =  -�.- J �.. n : l  �U.，� .;�一 石
(r= 1)  
) 111 ( 
(12) 
(4") よ り
φ 士 一去 にπ 3i 担ヂ。fω φω d'T
(r = 1) 
(13) 
な る 積分方程式が成 り 立つ。
例 楕円翼 の 問題
楕円翼 な ら (Cao)4 sinO = Ca。
f(θ) = 1 
故に(13)は，
-4/(7TI) = λ 
と お く と ，
φ(かλ j ;R 31 担苧判的 d'T
と な る O こ の 式が φ(め = 0 以外 の解を も つだめ に は ，
入=n/7T φ(θ) =Csinnθ (n = 1 ， 2 ， … ・ ) M 
で な ければな ら な し 、 。 こ れに よ り (13う の 固有値は n/杭 固有関数は sinnθ/〆J と な る 。
品山山司i (
(13') 
数 値 計 算
こ こ では矩形翼に近い翼形に対す る 解を 求 め る 。 計算金簡単にす る た め に f(め を フ ー リ ェ級数二
項で示 し た 最 も 矩形に近い翼形の問題を取 り 扱 う 。
(Cao)4 ・ Ll C ・ 0f(θ) = 一下U./Q sintl = ;ー' � sintl '-'"ι。 、-iJ
f(θ) = bo +b2αlS2θ と お く と ，
合(bo +b2o由2め 司inO
(0 ，  7T) で C/C4 = 1  と し て bo ， む を 求 め る と ，




2 4 f(θ〕 = 7J-3ECOS20
(3勺 (16) と (l引か ら
C 37t sinθ 
Cd - -2- 3 -否認2t1
(18)が こ こ で は取 り 扱 う 翼形で あ る O こ れを 図- 4 に示すO
次 に ポ テ ン シ ャ ル φ を フ ー リ エ級数回項で表わす と (4)を 考え に 入れ る こ と に よ り ，
(17) 
(18) 
φ = Cl.sinθ +C2sin2θ + Casin3θ+ C4sin40 
と 表わせ る 。 (1到， (17)を(13)に代入 し ， 係数を比較す る こ と に よ り ，
2(之-i)c -1cπ 7tÀ )V1 37t -va 




- 3:' Ca 
+2(す-え)Ca
= 0  
= 0  
= 0  
= 0  (20) / 2 4 \ - 3:: C2 十2l ; 一瓦)C舎
を 得 る 。 次 に こ の 式か ら φ が零で な い解で あ る た め に 必要な λ，
上を 省略す る と 入 は ，
2(ム ー 上)7t 7tÀ J 
即固有値を求 め る o (19) の第三項以
。 2(す-去)
= 0  
を解 い て À= l 又は 1/2 と 得 ら れ る 。 次 に第四項 の み を 略す と ，
2( ; 1 - - r)C1 0 - i 
2( 2 1 )  一一 一一一 } 一一一一 I = 0  7t 7t入 /
4 。 2(+-去)37t 
øp 8(才 一去) (恭一会 士+会(士f )= 0  
を解い て À= l を得 る O 同様に し て 四項迄全部 と る と ，
( 2  2 1 \ ( 2  4 1 \ r 32 8 ( 1 \ .  3 ( 1 ゾ 1 ^ 16( -�- - ←一 一一一 1 ( -一一 一 一一一 一一一 1 { 一一一 一 一一一l 一一一 1 + 一一一l 一一一 1 � = O \ 7t 7t À )  \ 7t 7t À ) l 97t" 7t" \ À J I 7t" \ À ) J -V
を解 い て 〉い= 1又 は 2 を得 る 。
以上の こ と に よ り λ= 1 が固有値で あ る こ と は 明 ら かで あ る 。 よ っ て λ= 1 の 場合に つ い て φを 求
め る 。
À= l を(20)に代入す る と ，
2 ，-.. 4 -J C1 - EZCs = 0 
2 ，-.. 4 一正一 C2 - 3:: Ca = 0  
4 ，-.. 2 - EJCI - -JCs = O  
4 ，-.. 4 
- 3五C2 ー ; C4 = 0 
) -nノω( 
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3 唱を 得 る 。 こ れ よ り C2 = C1 ， Ca = � CH C4 = ー ーー cυ を 得 る 。2 
放に (19) ， (4う よ り
φ=吋n科sin2e+-�- sin3e -+sin 4e} 1 
y=acosθ J 
(22) 
を 得 る 。
4 HM > '" = ， 27l'2ゾ即 ち(14) よ り 4/7l'1 = 1 1 = 即 ち 半翼 巾 α = "';; CA な る 図- 4 の 」 と き 翼 の ポ テ ン シ ャ ル分布7l'口




r / ‘J e 
。
図- 4 図- 5
結 語
こ の論文では迎角が零の場合を取 り 扱 っ たが こ れが零で な い と 積分方程式(13)は第二種の Fredholm
型積分方程式 と な る の で取扱い がむずか し く な る O 又固有値の求 め方は こ の よ う な近似法 の近似度
を 順次高 く す る こ と に よ り すべ て の値を 知 る こ と がで き る と 思 う が こ の研究は次 回 に ま わす こ と に
す る O
[ H J 第 二 部
基 礎 方 程 式
第 I 部( 1 )式
rω = ÷hUcω(α。 + ミ子)
を変形す る 。 翼後方 の 渦面 に よ っ て 翼面上に誘導 さ れ る 速度 の垂直成分は，
1 r a r' (f) = 寸ー I �，.一一df4罰r: J -. a c - V 




と 表わせ る か ら (2) と ( 1 )に代入 し ，
α。UC(y)/8U=B(y) 4Uα。(y) =f(y)
と お く と ，
r(t) I 1 ( a r' (�) 一一 +一一 | 一一寸� =f(t)B(t) I 7t J -a tー と
が得 ら れ z: (4) こ こ で、は矩形翼に近い翼形に 関す る (3)の解法を試み る O
(3) 
基 礎 理 論 (1 )
去 に 型dt=fめ 凶
を φ(わ に つ い て 解 く 問題を考え る O こ れは実積分で積分は主値を と る も の と す る O
(þ(�) = <)�; ( � 竿えdz (5) …… “ 一
と お く 。 図- 6 の ご と く 複素平面 を と
り E を 上側か ら 実軸上の一点
t (α三三t豆b) に近づけ た 時 の (5) の 様子
を く ら べ る 。 t を 中心に し て E を 中 に
含む よ う な 半径 ε の 半 円 C. を 図ー 7
の よ う に か く 。 (5)の積分を次 の ご と く 表わず。
1 r ( t - .  c/J (z)_，_ I ( b  C/J (め ( t 十 ε φ (z�dz 1 eめ = 三五 l j a ZEdz + j H ZEdz + j t e FE j 
ζあ 〆 E一
t - f  t t ・ 4 ‘ t 4 
図- 6 図- 7
(6 )  
次 に(5)即(6)の E→t， 即 ε→O の極限を計算す る 。 ま づ(6) の [ ] 内第三項を計算す る 。 図- 7 に
J 
お い て φ(z)/z-� を (tーの→(t +め→Cε の径路で積分す る 。 Causchy の積分表示に よ っ て
j :: : 嬰 f[. 信也dz + τ立制z = 27tiφ(t) (7 )  z-l: J C. Z ー と
(7 ) の左辺第二項 の計算を行 う と
( .-- c/J (z2 ー→ r .-- ふ�z= r .-- 在位二生(t)(]7. --1-ffi(f) r j ce ZEdz j ce ZEdz j ce z -t 劇 的 J 4 zt
φ が Lip阿s舵叫凶d
と tにこ よ り (げ7)vは主
ε→0 ぽ→t) で
j ::: 嬰也τ立制z === 7tiφ(t) (8)  
と な る 。 (6)で ε→0 ぽ→t) と し て (8)を代人す る と
1 ( b φ (z) φ (t) = +φ(t) + τ:-.，; I _ � '-�:dz (9) 2 T ，，-_- . 27tí J a z-t 
が成 り 立つ。 こ こ に (þ + (t) は E を複素平面上半面か ら 実軸上の 値 t に近づけた値であ る 。
同様に し て 下半面か ら 近づけた値 と し て
1 ( b φ (z) e - (t〉 = -7e(併戸 J a 五
が得 ら れ る 。
(4)， (9) と (10) よ り






cb + (t)-ø - (t) = や(tう
が成立す る 。
(干/(t-a) (t-b)) + = ー (ýëtーの (t-b)) ­
(2)， (S) 
な る こ と を用 い る と (11)は
〔予/(t二あてt二ò)(/)(t)J + - (下/(t-a)(t-b)(/)(t0J 一 = f(t)ý(t-a) (t-b) 
(5)， 聞を考慮す る こ と に よ り
jEF訂てE弓2d�ど -zイ (z-a)(z-b) (/)ω =京J :
1/ぽ-a)(�-b) fgzdE下/ (z-a) くz-b) �-z (/)(かみに
) aA H ヨl(
(15) z/(�-a)(�-b') f (�)_lI:: 






1 ( a rてf);J!: _ N.， r(t) I - ;-"'-" :d� =f(t) 一 一) -a t-� """ - ' \_L.J B(t) 
(15)を用 い て こ れを r' につい て解 く と
論理礎基
(15) . 
放に c =o と な
r'(t) = 上 { a d三 手��_ � r a ピEと �(f�d�π J  -a Ý a2 ーt2 t二r-'''' - 7t  J --ß 下/ 計 二e t-� 
十 c//a'土手
翼を左右対称 と す る と r(t) は偶関数 と な り r'(の = -r'(-t) 人 r'(O) = 0  
る 。 又問題を簡単にす る た めに翼の迎角を零 と す る と f(り =0 と な り (16)は ，
( a Ý all �p- r(f) d� [" (t) = � J �a 両三F B(�) ιE (l力
と な る 。
聞の両辺に B(t) をかけて変形す る 。
略的 =B(
= 1/7t J二 r(め/吋 dE一山 j二 rめjt-� d� 
十 B(t)ー ( a 下/αてF 堕� d� 宮 下/計二p J -a 寸二�- B(f5 � 
=すにa l\�)jt-� dE+ lj7t f二 関) j(t-Ðý瓦lI _ ti
(18) 
(19) 
x (ýas二�2jB(�)-V a2 - t>> jB(のJ rぽ)dç
( a r (E) B(t)r'(t) = 一二ァ | て←fd�+g(t)耳 J - 0' v.，-ç 
g (のす ゑさ予jy①宅勾
14ò 
i20) 一 予/aJl二p va2 -子R(f. t) 一一 �ア Bω
(18)を徴分 し て ，
1 ( a r' (め dg(t)
IF[B(t〉FF〈t〉] = 7 1 -a EEdE + -E「
(3勺 を代入 し て ，
r(t) I dg (t) ←一一 [B(t)r'(t)] = 一 一 一 十一一B(t) I dt 





R(f，tl _ (v-μ)(t +f) 
t-f戸 二a2(1 + μt2/α勺 (1 +μf2/a勺
J a R(E，t) Pん日) ( a t +f - a 可df マ平副 - a 五疋Eぽ
g(t片手 品j二 品五時)df
こ れを t で徴分 し て
dg(t) _aJl(ν一μ) ( a aJl +2vft -vtJl r(ç) ..11: 
at 一
一-
-7t-_ J - a (aJl 十 vt2)2 (i2平記亙 us， (22) 
(23) 
次に
r(t) = α。 +att2 +α2t4 +aat6 十a4t8
と お い て
) lqJI“(
を解 く こ と を考え る 。
B(t)/α = 〆T士窃あ吉 1 +μ(t/a)2 1 + v(t/，αY' を展開す る 。
〆τ研)2 = 1 _+(+)>> 一品(+)会 -dd-EY- i毛沢一汁十
間務予=l-(V-f-l)(+)山(v-ρ(+)4_VJl(V-f-l)( +)0 
+ v3(v-μ) (t/a) 8 十 …
dg(t) B(t) [B(t)r'(t)] 十 F(t〉 = B(t〉-E
B(t)/a = ト [+ + (vーμ) ] (-汁
十 [-÷+÷。一山(日)] (+)会
十 [ -]ヤ÷。-μ〉 ーート。-μ) -vJl (v-μ! ] (す)8
+ [ -1ヤマ-÷vo-μ〕 +÷P20一山Pり-ω] (+)8 
州出叫n ノ ハ 回( + . . . . . .  
同様に闘を凶に代入 し て dg(t)/dt を展開す る 。
匂(例t = (vー μ)/7t(aJl + 的づ二 { Gα2 -vt勺 + 減}
x {1 -μ(f/αY' 十μ"(fj，α)4 ーμ3(f/α)6 十μ会(çj，α)8 十 ・ … ・ ・ }
x (ae +a1�S +a2�4 +as�e 十a4�勺d�
以下問題を簡略化す る た め に a = l と お く 。
上の計算を続け る と ，
! dg(t)/dt = 2(vーμX1-'-vt勺/1l'(1 + vt勺
× [ao - ÷ω-a計 ÷(仰にa1日2)
1 r_ ... " . _ B • _ ，， 1 一 一十ω -aJ Jl.S +仰←as) + -t-G仰4 -a1Jl.3 + a2Jl.lI -ω+aρ j
dg(t)/dt = F  (1 -2此II + 2pl1 4 -':'2v3t8 + 2v4t8 十 … …〉
_ 2(vーμ) r � 1 
7t一 lao - :3一(α。μーω + -g-(aO/LlI -alJl.+a2) 
一 判。九〆 +仰 -as)
+すω。μ4 一ω3 + a2Jl.lI 一仰+aρ
2(vーμ) r _ ( ， 1 _ _ ， 1 _ _JlJ ，  1 _ _3 ， 1 _ _4\ 一一一一一 l ao ! 1 一 一一一μ+ �tL" + 一一一〓 + 一一-tL 1L �U\ � 3 "" 5 . ，.. ， 7 '" . 9 '" J 
( 1 1 1 1 \ f 1 1 1 2 ) 一一一 一一μ + 一 一〆 + 一一川 ) +a2( -�- - 一一μ 十 一一μ }3- 5"" 7'" ' -9-'" ) ' " \ 5 -7-''' 9-''' ) 
( 1 1 ) 1 一一一 一 一一μ l + �aけ . . . . . .7 9 r-J '  9 
a = l と す る と 凶lは
間 よ り
B(t) = 1 + Atll +Bt4 +Ctø + Dt8 
1 . 1 A = 一 一 一- (vーμ) . B = 一 一一++ (v-μ) + v(v一μ〉f'"/ ' - 8 ' 2 
1 . 1 C = 一 一 ー 十 一t;-(vーμ〉 ー τ�v(vーμ) -vll (vーμ〉16 . 8 ，- r-/ 2 
D = 一 一ι + と坐- -LP O-μ) + +vll(vーμ) + zペνーμ〉188 . 16 8 
1''(t) = 2a1t+ 402t3 十6ast8 +8a4t7 + 9a5t" 
聞 と 闘を か け て
白8)よ り
B(t)1"(t) = 2a]_t十 αa1A+ 4a2)t3 + (2a1B+4a2A + 6as)t5
+ (2a1C+2a2B+ 6aaA+8a4)t7 
+ (2a1D+402C+6asB +8a4A+ 9a5)tD 十 ・ ・
す[B(例)] = 2a1 + 3仇A + 4a2)tll 刊(a山a2A + 6aa)t4
+ 7(2al C + 2a2B+6aaA+8aρt8 
+9(2atD +4a2C+6aaB+ 8a4A +9a5)t8 + . . ・ 一
(26) と 凶)をか け て
B附(αωtO〉f昔七t七[酌B(閃(t)r'煎F町(切 z 附 (8加ωa
+ (6a1A怠 + 22a2A+ 12a1B+ 30αs)t伊舎
+ (20a2N' + 16alAB+ 72asA+26a2B + 16a1C + 56aρt8  








十34a2AB + 128a4A + 42a8A品 十 lOa1B品 十81a;..)tå -t，- ・ 3 ・ ­
聞に闘をかけ る と ，
B(t) dg(t)/dt = F[1 + (A-2v)tll 十 (B-2vA 十 2V.l)t4
(3曲
+ (C-2vB+ 2vllA-2v8)t6 + (D-2vC+2vllB-2v8A + 2v4)t8 十 … … 1 (31) 
(30)に闘を加 え て
B恥(οωtO〉ft} 開)1"閃(tωt)れ]μ+刊州州r(町(tトt
+ (a2 + 6α向l AlI +22α2A+ 12α1B+30a3ρ)t4 
十 (αs 十 20a2AlI 十 16a1AB十72aáA+26a2B+ 16a1 C+56a4)t6 
+ (a4 +20a1D+ 48a2C十 2Qa1AC +84a8B + 34a2AB
十 128a4A+ 42a8A2 十 lOa1B.I 十81a勺t8 十 一 " 一 (32) 
(21)に よ っ て(31) と (32)を等 し い と お い て 名係数 a1 ' a2 ' a8 '  a4-' ' . . . . . ー を決定す る 。
即 ち
2a1 + ao = F  
(1 + 8A)a1 + 12a2 = (A- -2v)F 
(6N 十 12B)a， + (1 十 22A)a2 +30a3 = F(B-2vA +2日〉
(16AB十 16C)a1 + (26B +20A勺a2 + (1 +72A)α3 + 56a4 = F(C-2vB + 2v2)
(20AC + lOB2 + 20D)a1 + (48C+ 34AB)α2 十 (84B + 42N)a8 + 
(128A+81 十 l)a4 = F(D-2vC +2v.lB-2v3A+ 2v4)
な る 連立方程式を解 い て a1 ， a2 ， a3 ' a4 ' を決定す る こ と がで き る 。
数 値 計 算
(33) 
前 出 の 如 く 翼型を B(併 〆F弓 {a.l +μt>>/a2 十 vt� } と し た が， こ こ で μ = 6 9 ， v = o iZ4; 
と ほ ぼ矩形の翼型がで き る 。 こ れを 図- 8 に示す。 こ こ で は こ の 翼型に 関す る 数値計算を行 う 。
聞に上の数値を代入す る と ，
F = -0 . 4762aoー0 . 1088a1 ー0 . 9251a2
-0 . 0246a3 -0 . 0637 a4 
又闘に代入 し てA， B， C， D， を 求 め る と ，
A = 0 . 4  B = ー0 . 575 C = ー 1 . 1875 D = ー0 . 0954
が得 ら れ る 。
こ れ ら の 数値を(33)に代入す る と aÒ ， 'a1 ' a2 ; aa ， . a4 に 関す る次の連立方程式が得 ら れ る 。
2 .  4762a1 十0 . 9251a2 十0 . 0246a8 +0 . 1111a4 =-c:. 1 . 4762ao " 1  
3 . 4a1 + 12a2 = 0 : 4ao ' I 
- 4 . 79a1 +9 . 8α2 十 30a3
-53 . 4890a， - 11 . 75a2 +29 . 8a8 十56a4
こ れを解 く と ，
a1 = -0 . 6251ao ，  a2 = 0 . 04Q46ao 
a8 = ーo . 12499ao ， a4 = -0 . 04663ao 
が 得 ら れ る 。
又(23)か ら αo = r(o) で あ る こ と がわか る 。
= -0 . 575α。
=; - 1 . 1875ao 
聞 と ao = r(o) を 聞に代入す る と ，





な る rct) の 分布が得 ら れ る O こ の数値計算 の結果を 図- 9 に示す。








こ こ で は rct) を級数に展開 し て 未定係数決定法で rCt) を 求 め たが こ の方法は翼型が特殊な も
の 以外は 求 め に く し 、 。 又翼端に近づ く 程誤差が大 き く な る 欠点が あ る 。 (翼 の 中心附近 では こ の計算
法で小数四位迄正確で あ る 。〕
次 回に は 別 の解法で更に一般 の BCt) に つ い て 適用 さ れ る 解法を考え る つ も り で あ る 。
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